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1 Introduktion

En udbredt (og temmelig sveer) gade gar ud pa, at givet 12 kugler, hvor én af boldene ikke
vejer det samme som de andre, og en vaegt, skal du bestemme, hvilken af kuglerne det er, der
ikke vejer det samme som de andre, og samtidigt bestemme om den er lettere eller tungere
end de andre. Betingelsen er, at du kun méa bruge 3 vejninger.

I denne artikel vil jeg forsgge at generalisere dette, og vil se pa strategier at finde en kugle,
der ikke vejer det samme som de andre, givet n kugler. Fgrst vil jeg definere en vejningsstrategsi,
der er en generalisering af lgsningen til problemet med 12 kugler, nemlig en komplet opskrift
pa, hvordan man kan finde den kugle, der ikke vejer det samme som de adnre. Det defineres
her som et orienteret trae, hvor hver kant svarer til resultatet af en vejning, og hvor et blad
repraesenterer den kugle, man vha. opskrifter har fundet frem til, er den, der ikke vejer det
samme som de andre.

Til sidst vil jeg se pa, hvor fa vejninger man kan ngjes med i en vejningsstrategi pa n
kugler.

2 Vejningsstrategier

Lad n > 3 og definér [n] = {1,2,...,n}. Sa kaldes f : [n] — {—1,0,1} for en vaegtfunktion
hvis der findes netop ét k € [n] sa f(k) # 0. Analogien til problemet ovenfor er, at hvis
f(k) =1eller f(k) = —1 er k vejer bold k mere henholdsvis mindre end de andre bolde.

Vi definerer nu en vegt til at veere en funktion Vy : 2l — {—1,0,1} givet ved

Vi(A) = fla),

acA

for A C [n] og vi siger at A vejer henholdsvis mindre end, mere end og det samme som B hvis
henholdsvis V¢ (A) < V§(B), Vi(A) > V§(B) og Vi(A) = V§(B) for A, B C [n].

En vejningsstrategi pa n kugler er et orienteret trae, hvor vi til hver knude, der ikke er et
blad, tilknytter to delmeengder af [n]. En bestemt knude kaldes startknuden, og har 3 kanter
ud og ingen ind. Alle andre knuder, der ikke er blade, har 1 kant ind og 3 ud. Til hver knude
v, der ikke er et blad, med tilknyttede meengder A,, B, C [n], merker vi de tre kanter ud
med (A, By, w) for w = —1,0,1 henholdsvis, svarende til om A, vejere mindre, det samme
eller mere end B,, og vaerdien af w pa en kant (v, ve2) kalder vi w,,. Til et blad b tilknytter
vi et par

(kp,wp) € [n] x {—1,1}



{1,2,5},{3,6,9}

{1442} ©1)
1 2,-1)
(9171)
{9),{10) Ly
Kl (10,-1)
(12,1)
1
{1,2,3,4},{5,6.7,8} {9710}’ {8, 11} {1}${12} . 0
[1] (12,-1)
1 (9 1)
{9}.{10} (11,-1)
(10,1)
(5’71>
ﬁ
{7} {6} op (1Y)
g 0
1)
{1,5,6}, {2,7,9} (3}, {4} {E{) 8,-1)
o (3,1)
(5’71>
1
{5}, {6} = 1)
(6.-1)
Figur 1: En vejningsstrategi pa 12 bolde
kaldet en lgsning. Lad nu en sti (vo,v1,...,Um—1, V) fra startknuden vy til et blad v, = b

veere givet. En vaegtfunktion f siges at passe til vejningsstrategien, hvis
Vf(AUi) - Vf(B'Ui) = Wy

for alle 0 < 4 < m. For en vejningsstrategi kraever vi derfor, at der for alle sadanne stier findes
hajst én veegtfunktion f, der passer til stien. For en sddan veaegtfunktion har vi

f(kp) = wy # 0,

da denne vaegtfunktion netop passer til stien, og per entydighed er det derfor den sggte
funktion. For en vejningsstrategi S kalder vi antallet af kanter i den leengste sti for strategiens
lengde og betegner den [(S).

Figur 2 viser
3 Mindste antal vejninger

Lad os definere en funktion B(n) for n > 3 som

B(n) = min{l(S) | S vejningsstrategi},



dvs. B(n) er det mindste antal vejninger, der givet n bolde, hvor én vejer mere eller mindre
end de andre, skal bruges, for at finde netop dén bold, og bestemme om den vejer mere eller
mindre end de andre. Den klassiske gade om 12 bolde giver os, at B(12) = 3, og det ses at
B(3) = 2. Det ses at B(n) < n—1, da vi kan veelge en bold, og veje den mod alle andre bolde.



