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Opgave A
Vi har v, = (1,2,1), vy = (3,—1,—1) og S = span(vy, vg).
1. Vektorerne v; og vy er ortogonale, da
vy - v = 0.
2. Lad b= (2,2,1). Ved at bruge formlen pa side 238 ser vi, at
p=A(ATA) T ATh = (131/66,68/33,56/66),

hvor A er matricen med v; og vy som sgjler, altsa

1 3
A= 2 -1
1 -1

3. Projektionen af b pa vy er

-b
B = £(1,2,1) = (7/6,14/6,7/6).

P =
V1 - U1

og projektionen pa vy er

(%) -b 3
=—(3,-1,-1) = 11, —-3/11,—-3/11).
vy - ,0202 11(37 ) ) (9/ ; 3/ 5 3/ )

b2 =

4. Vi ser nu, at p; + po = p, hvilket geelder idet v; og vy er ortogonale
(overvej...).



Opgave B

Vi lader A veere en n X k matrix, saledes at sgjlerne udger en basis for et
underrum S, specielt er S = R(A). Husk at x € § <= 2 = Ay for en
vektor y € R¥. Lad nu

P =A(ATA)TAT,

Vi vil flere gange i dette bevis benytte at
(ATA)YTATA = ATAATA) = 1.
Nu er
P? = A(ATA)TTATA(ATA)TAT = A(ATA) AT = P,

En matrix der opfylder den slags kaldes idempotent.
Vi vil nu vise at de eneste muligheder for egenveerdier for P er 0 og 1.
Antag at A er egenveerdi for P. Sa er

Pz =Xz

for en ikke-nul vektor x. Hvis Pz = 0 ser vi, at A0 er eneste mulige egenvaerdi,
idet x ikke er nulvektoren. Ved at gange med P pa begge sider far vi at

Pz = \Px

idet P2 = P, og vi ser da, at A = 1 er eneste mulighed, hvis Px # 0.
Hvis A = 1 er egenveerdi for en vektor x svarer det til at

Pr =z.

Vi vil nu vise at det netop geelder nar z € S. Sa vi vil altsa fgrst antage, at
x € S og bruge det til at vise, at Pr = x og derefter den anden vej rundt —
det viser nemlig at egenrummet tilhgrende egenveerdien A = 1 og S' er preecis
de samme.

Forst vil vi vise, at hvis x € S, sa er Px = x. Det svarer ganske godt
overnes med vores fortolkning af Px som vearende projektionen af z pa S.
Hvis z € S, findes der en vektor y saledes at

x = Ay.
Og vi far da, at
Pr = PAy = A(ATA) AT Ay = Ay = =,
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som gnsket. Antag nu at Pz = x. Per defintion af P far vi sa at
AAT A ATy = o,

og dermed at
Ay=u=

nar y = (ATA)"1ATz. Det viser at x € S.
Vi ser nu pa egenrummet tilknyttet egenveerdien A = 0. Hvis A = 0 er
egenveerdi for en vektor x er
Px =0,

altsa er
A(ATA)_IATx =0,

Ved at gange med A” pa begge sider far vi sa at
ATAATA)TATz = 0,

og dermed at
ATz =0,

altsa ligger = i nulrummet N(AT), som ifglge ssetning 5.2.1 (side 227) er det
samme som R(A)* = S+. Antag nu, at z € S*. Sd er

Atz =0
idet N(AT) = S per saetning 5.2.1 som for. Vi far da ogsa, at
0=AATA) ATy = Pa,

da A(ATA)~10 =0, og dermed er Pz = 0 som ¢nsket.



