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1 Indledning

Det klassiske spil dam spilles pa et almindeligt skakbraet. Normalt kan man kun bevage
sig diagonalt, og hoppe over modstanderens brikker, men her ser vi lidt anderledes pa det.
For det fgrste er der ingen modstander, man kan hoppe over sine egne brikker lodret og
vandret og braettet er uendeligt stort.

Opgaven er som fglger: Vi deler braettet i to med en vandret streg. Man ma nu placere
sine brikker som man vil under stregen, og de skal placeres saledes, at man kan komme sa
langt som muligt op pa den anden banehalvdel ved at hoppe over brikker. En brik man
hopper over forsvinder ligesom i almindelig dam.

Det er ret enkelt at komme ét felt op pa den anden banehalvdel - det skal man kun
bruge to brikker til. Man skal bruge fire brikker for at komme to felter op — det er heller
ikke sa sveert. Sveerere er det at komme tre felter op — det kraever mindst otte brikker

(prov!).

Figur 1: Sadan kommer man ét felt op over midterlinjen.

Den naive matematiker ville nu forvente, at man skal bruge 16 brikker (hvorfor det?)
for at komme fire felter op, men nej, det kraever faktisk 20 brikker. Vi viser eksempler pa
strategier til at ggre dette i appendix til sidst, og vil nu istedet se pa fglgende spgrgsmal:
Kan man komme fem felter op?



Figur 2: Sadan kommer man to felter op over midterlinjen.
2 Veaegtning

Vi vil nu bevise, at det faktisk er umuligt at komme fem felter op. Lad os forst overveje,
at hvis man kan komme op til et felt, der er fem felter oppe, ville man ogsa kunne have
kommet til et hvilket som helst andet felt, der er fem felter oppe, idet vi jo bare kan rykke
vores opstilling til hgjre og venstre som det passer os.
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Figur 3: Vi udstyrer hvert felt med vaegte efter, hvor langt de er fra P.

Sa lad os antage, at vi har lavet en opstilling, der kan flytte en brik fem felter op —
kald det felt for P. Lad os nu tilegne hvert eneste felt pa breettet et tal — det kalder vi
feltets veegt. For en given opstilling af brikker, ser vi hvilke felter, der star brikker pa, og sa
laegger vi de tilsvarende vaegte sammen. Det kalder vi en opstillings samlede vegt. Lad x
veere et eller andet tal, som vi forst veelger senere. Vi giver nu hvert felt vaegten x™, hvor n
er det mindste antal lodrette eller vandrette ryk, man skal lave, for at komme fra feltet til
P. Sa P selv far vaegten 2° = 1, felterne til hgjre, venstre, ovenfor eller nedenfor P giver
vi vaegten x. Sadan fortseetter vi, og far sa veegtene som pa tegningen nedenfor.

Eksempel 1. Lad os se pa opstillingen i figur 4. Vi ser at den samlede vaegt her er

r+ 22+ ot + 42 + 220 + 213
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Figur 4: En vilkarlig opstilling.
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Lad os nu lave et track, hvor en brik hopper over en anden. Vi f

i figur 5. Nu er veegten

r+ 2%+ 25 + 225 4+ 2.
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Vi ser at vi har trukket 2 og z* fra, og sa lagt z? til.

Figur 5: Efter et traeck har vi nu &endret den samlede vaegt.



3 Hvordan @&ndres den samlede veaegt, nar vi ggr et
traek?

Som i eksemplet ovenfor, vil vi nu se pa, hvordan den samlede vaegt sendrer sig, nar vi laver
et treek. Der er tre muligheder:

1. Vi rykker teettere pa P.
2. Vi rykker leengere veek fra P.
3. Brikken vi springer med, sendrer ikke afstand til P.

Pa figur 6 kan vi se eksempler pa alle tre typer af traek. Lad os nu se, hvad der sker med
den samlede veegt i hvert af de tre tilfeelde. Lad os antage, at brikken vi laver vores traek
med, star pa et felt med vaegten x" for et eller andet n..
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Figur 6: Tre forskellige traek, hvor vi bevaeger os leengere vaek fra P, teettere pa P eller
bevarer afstanden.

1. Hvis vi rykker taettere pa P, er vi i en situation, hvor vi springer fra z™ til 2" 2, og en
brik med veegt 2"~ ! forsvinder, idet vi hopper over den. S& veegten sendres altsa med

l,n—? o xn o l,n—l _ ZL‘n_Q(l —r— ZL'Q).

2. Hvis vi rykker leengere veek fra P springer vi fra 2™ til 2”2, og vi springer over en brik
med vaegt 2", Sa den samlede vaegt sendres nu med

2" g — " = g (2® — 2 — 1).



3. Lad os nu se pa det sidste tilfeelde. Her springer vi fra et felt med veegt x™ til et felt
med samme vaegt, og vi hopper over en brik med veegt 2" 1. Sa alt i alt sendres den samlede
vaegt med

_xn—l.

Husk pa at vi stadig ikke har valgt, hvad vores = skal vaere. Vi vil gerne vealge vores x
saledes, at et track af type 1 ikke sendrer den samlede vaegt. Det kan ggres hvis vi veelger
x sa

1—2—2*=0. (1)

Det er en andengradsligning med to rgdder, og vi veelger den positive af dem, nemlig?

v = # ~ 0, 61803.

Vi ved nu, at et treek af type 1 ikke sendrer ved den samlede veegt af en opstilling, for
sadan har vi valgt vores z. Af (1) far vi ogsa, at

2 =1-uz,
sa vi ser at et treek at type 2 giver en sendring pa
(2 —r—1)=2"(1—2—2x—1)=2"(-2z) = —22""' <0,

sa et traek af type 2, altsa et hvor vi bevaeger os laeengere vaek, ggr den samlede veegt mindre.
Et track af type 3 aendrer som sagt den samlede vaegt med —2"71, s da x > 0 reducerer
sadan et traek altsa ogsa den samlede vaegt.

Alt i alt kan vi konkludere, at alle typer af traek enten reducerer den samlede veegt,
eller ogsa aendres den ikke — vi kan ikke gge vaegten! Sa en opstilling der kan sende en brik
pa til feltet P, der jo har veegten 1, ma have en samlet veegt, der er stgrre end eller lig med
1, ellers kan vi aldrig komme derop.

Vi vil i neeste afsnit vise, at sadan en opstilling er umulig.

4 Uendelige summer

Vi far brug for fglgende ssetning om uendelige summer.

Satning 2 (Den geometriske rackke). Lad x €] — 1, 1] vere givet. Sa er

1

l+z+224+234+22+.-. = .
1—=z

'Den kvikke lseser vil her se, at x = ¢!, hvor ¢ = % er det gyldne snit, der dukker op i mange
sammenhaenge og nu ogsa her.



Bevis. Ved at gange venstresiden med 1 — x far vi

(I-z)l+z+®+2°+- ) =l+z+2>+2°+ - —z(l+z+2"+2°+ )
=l+a+a’+2°+ —z—2?—2°—2' -
=1,
sa det gnskede resultat fas ved at dividere med 1 — = pa begge sider. ]

Lad os nu se, hvad den samlede vaegt af alle felter under midterlinjen er. Sgjlen lige
under P bidrager med vaegtene

Pttt =t ) = 1"?33
De to sgjler lige ved siden af bidrager hver med
26
"+ =ttt ) = 11— 2
og de to sgjler ved siden af dem bidrager hver med
27
el =l 2t ) =

Hvis vi fortsasetter sadan far vi, at den samlede vaegt af den nedeste halvdel af braettet er

S
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Ved lidt regnerier ser vi, at
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Husk nu pa, at 1 — 2 = 2?2, sa vi far at

5 6
= 1° 4 227
=z(1—2)+2(1—x)
=2—-2°—z
=2—-(1—-2)—=x
=1.



Sa hvis vi har brikker pa alle felter i den nederste halvdel af braettet, sa har de en samlet
veegt, der er praecis 1. Sa hvis blot et felt star ledigt, sa vil den samlede veegt veere mindre
end 1, og sa kan vi aldrig kommer op til P, idet et treek aldrig kan gge den samlede veegt.

Men hvorfor kan vi sa bare ikke placere brikker pa alle felter? Det kan man sadan set
ogsa godt, men det giver ikke mening at placere brikker, som vi ikke bruger, sa vi skal i sa
fald bruge uendeligt mange traek, sa vi kommer aldrig op til P.

Det viser det vi gnskede, nemlig at det er umuligt at komme fem felter op.

Litteratur

[1] Honsberger, Ross (1976), Mathematical Gems II.



Appendix

N

Figur 7: En lgsning, der bruger otte brikker, og bringer en brik tre felter op.
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Figur 8: En lgsning, der bruger 20 brikker, og bringer en brik fire felter op. For at afslutte
denne skal du bruge figur 7, idet vi nu er i samme situation som dér — men nu ét felt hgjere

oppe.



