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1 Indledning

En graf inden for matematikken er nogle punkter, kaldet knuder, der er forbundet af nogle
streger, kaldet kanter.

Hvor punkterne og stregerne er, er ikke vigtigt — det eneste vi behgver at vide er, hvilke
knuder der er forbundet. Rent matematisk er en graf G derfor et par G = (V, E) hvor V
er en mangde af knuder, og E er en meengde af kanter. Hvis v,w € V er knuder, sa er der
en kant mellem v og w hvis {v,w} € E. Dvs. hvis vi har G = (V, E) og V = {v,w,u} og
E = {{v,w},{w,u}}, sa ser G saledes ud.

Figur 1: Grafen G.

En graf kan godt have en kant, der gar fra et knude til sig selv, dvs af typen (v, v). Sadan
en kaldes en lgkke. Der kan ogsa godt veere flere kanter mellem to knuder.

Opgave 1. Tegn grafen G = (V, E) givet ved V = {a, b, c,d, e} og
E = {{a,c},{d, e}, {a,d},{c e}, {a, e}, {b e} }.

Man kan lave alle mulige skeegge ting med sadan nogle grafer, og de dukker op i rigtigt
mange sammenhange, da mange ting inden for matematikken kan beskrives vha. grafer, fx
en masse ting inden for matematik-gkonomi. Videnskaben om grafer kaldes ikke overraskende
for grafteori.

En graf med n knuder, hvor alle knuderne er indbyrdes forbundet kaldes for K,,. Dvs at
K3 er en trekant, og K, ser ud som pa figuren nedenfor.

Opgave 2. Tegn K¢. Hvor mange kanter har K,,? (Hint: Hvad ved du om binomialkoefficien-
ter?)

2 Centrale begreber i grafteori

Nu vil jeg lige remse nogle begreber op, man kan bruge til at beskrive en graf.



Figur 2: K4

Grad En knudes grad er ganske enkelt antallet af kanter, der har en ende i knuden. En
lgkke bidrager med to til knudens grad.

Delgraf Hvis vi har en graf G, og tager nogen af knuderne og kanterne derfra (selvfglgelig
kun kanter, hvis knuder vi ogsa har valgt), sa far vi en ny graf. En sadan kaldes en delgraf af

G.

Walk En walk er en sekvens af knuder, hvor to pa hinanden fglgende knuder har en kant
imellem sig. Dvs. det er en gatur pa grafen.

Sti En sti er en walk, hvor alle kanter man fglger er forskellige. Dvs. man ikke benytter den
samme kant to gange. En simpel sti er en sti, hvor ogsa alle knuderne er forskellige.

Lukket sti En lukket sti er en sti, sa den fgrste og sidste knude er den samme. Dvs. vi er
kommet tilbage til start.

Plan En graf kaldes plan, hvis den kan tegnes pa en made, sa ingen kanter krydser hinanden.

Eksempel 2.1. Se pa folgende graf, som vi passende kan kalde G.

v G—U\ u

Figur 3: G

e Det ses, at w har grad 4 og y har grad 3. Det skrives som regel som degw = 4 og
degy = 3.

e Nedenstaende graf er en delgraf af G.



Figur 4: En delgraf af G

e Vi har en walk gennem knuderne v, z,y, w, .
e Vi har en sti gennem knuderne v, x, w, .

e Der er en lukket sti gennem knuderne v, x,y, w, v.

Opgave 3. Er G plan?

3 Et (simpelt?) grafteoretisk resultat
Vi er nu klar til at bevise nogle sstninger inden for grafteori.
Saetning 3.1. En graf G har et lige antal knuder med ulige grad.

Bevis. Lad os se pa summen af alle knuders grad, den kan skrives som )y degv. Hvis vi
tager den led for led, sa vil hver kant bidrage med praecis 2 til denne sum (teenk!). Dvs at

Zdegv:2|E|,

veV

hvor |E| er antallet af kanter i G. Hvis nu der var et ulige antal knuder med ulige grad, sa
ville summen pa HS veere ulige (da summen af et ulige antal ulige tal er ulige), men det er
den ikke, de 2|E| er lige, sa der ma altsa veere et lige antal knuder med lige grad. O

Eksempel 3.2. Se pa grafen fra figur 3. Den har netop 2 knuder med ulige grad, nemlig y
og v.

4 Broerne i Konigsberg

Den fgrste der arbejdede med grafteori var den schweizeren Leonhard Fuler, der i 1736 un-

dersggte folgende spgrgsmal: Er det muligt at ga en tur i Kénigsberg (nu hedder byen Kalin-

ingrad), sa man krydser alle broer netop en gang, og man ender tilbage samme sted som man

startede? Man kan fristes til at spgrge sig selv, hvad det har med grafteori og ggre, men det

er ikke sa sveert at svare pa, for broerne i Konigsberg kan betragtes som fglgende graf.
Inspireret af spgrgsmalet laver vi fglgende definition.



Figur 5: Konigsberg

Definition 4.1. En graf kaldes Fulersk hvis der findes en lukket sti, der bruger alle grafens
kanter netop én gang.

Vi kan nu omformulere Eulers spgrgsmal: Er grafen i figuren ovenfor Eulersk? Her kan
man selvfglgelig prove alle muligheder, men det er en fjollet og umatematisk made at gribe
tingene an pa. Istedet vil vi vise folgende seetning.

Saetning 4.2. En graf er Eulersk hvis og kun hvis den er sammenhengende og alle knuder
har lige grad.

Saetningen siger nu, at grafen ikke er Eulersk, sa der findes altsa ikke nogen gatur rundt
i Konigsberg, der krydser alle broer praecis en gang. Bemeaerk at en graf er sammenhaengende
betyder det man skulle tro, nemlig at kan kan komme fra enhver knude til en vilkarlig anden.
Lad os prgve at bevise seetningen.

Bevis. Beviset bestar af to dele. Lad os fgrst antage, at grafen er Eulersk. Vi skal sa vise at
den er sammenhaengende og at alle knuder har lige grad.

Det er klart at grafen mé vaere sammenhangende, ellers kunne vi jo ikke komme rundt
gennem alle kanter. Lad os overveje hvorfor graden af alle knuder er lige. Hvergang den
eulerske sti kommer til et punkt, gar den ogsa ud igen af en ikke allerede brugt kant. Dvs.
hver gang vores sti krydser en kunde giver det 2 mere til graden, og da stien kommer igennem
alle kanter, kan der ikke gemme sig kanter der kan ggre graden ulige. Altsa er alle grader lige.

Lad os nu vise den anden vej. Antag at grafen er sammenhaengende og at alle knuder har
lige grad. Vi vil nu vise, at der findes en eulersk sti. Tag en vilkarlig knude v, og lav en sti
med begyndelse i v. Vi gar videre langs den sti, uden at bruge samme kant to gange indtil vi
ikke kan fortsaette yderligere. Det kan kun ske i netop knuden v, da alle knuder har lige grad,
s& hvis vi kan kommer hen til den ad en kant, findes der ogsa en kant ud.

Hyvis der er ubrugte kanter, kan vi bruge samme procedure som ovenfor til at lave en lukket
sti pa en sammenhaengende maengde af disse kanter. En sddan ny sti kan kombineres med den
sti vi allerede har, sa hvis vi fortseetter proceduren, far vi til sidst alle kanter med, da grafen
kun har endeligt mange kanter. O

Anden del af beviset er maske ikke sa nemt at fglge, sa lad os prgve at illustrere det. Lad
os se pa fglgende graf, hvor alle knuder har lige graf.



Figur 6: Graf hvor alle knuder har lige grad

Lad os tage knuden v og begynde at lave en tilfeeldig sti, indtil vi ikke kan komme lzengere.
Lad os sige vi laver stien (v, w,u,z,v). Sa kan vi ikke komme leengere. Lad os nu se pa hvilke
kanter der er tilbage.

Figur 7: Ikke brugte kanter efter fgrste sti

Lad os sa tage en vilkarlig knude, lad os sige w, og forsgge at lave endnu en sti. Lad os
sige vi far (w, z,z,w). Den har bl.a. knuden w tilfzelles med den forste sti, sa tilsammen far
vi stien (v, w, z,x, w,u,x,v). Sa har vi folgende kanter tilbage.

Figur 8: Ikke brugte kanter efter anden sti



Her er det ikke sveert at lave en sti: (u,y, z,u). Den har bl.a. knuden u tilfeelles med den
lange sti vi har, sa ialt far vi den eulerske sti

(/U7w7 2T, Ww,u,Y, Z,’LL,.’E,’U)-

Det er en sti, der kommer igennem alle kanter — prov selv efter!

5 Afsluttende bemsaerkninger

En fortszettelse der bl.a. kommer til at indeholde traeer og netveerk kommer forhabentlig snart.
Tjek http://home.imf.au.dk/jonas. Kommentarer og rettelser kan sendes til jonas@imf.au.dk.



