Kompleks Funktionsteori

Formelraes

1 Holomorfe funktioner

Seetning 1.1 (Caucy-Riemans ligninger). Funktionen f : G — C, f = u+iv
er holomorf i zy = xy + iyg hvis og kun hvis

du_dv  du_ _dv
dr  dy gdy_ dx

i punktet (zg,yo)-

Seetning 1.2 (Eulers Formler med mere (se ogsa side 23-26)). For z € C
geelder

exp(iz) = cosz + isin z T = e¥(cosy + isiny)
eiz + efiz e — e %
co8Sz = ————— sinhz = ——
2 2
eiz _ 67iz e* e ?
sing = ——— coshz = ————
2 2

2 Integraler

Definition 2.1 (Kurveintegrale). Lad + : [a,b] — C veere en en vej og lad
f :v* — C veere kontinuert. Sa er kurveintegralet af f langs ~

[r-] " P (bt

Leengden af « er
b
L) = [ )

Lemma 2.2 (Estimationslemmaet). Lad 7 : [a,b] — C vere en vej. Sa
geelder for en kontinuert funktion f:~v* — C

/7 f‘ < max|f(2)| L(3)

zey



Saetning 2.3. Hvis f har en stamfunktion F er
[ £=FG) - Fea)
gl

for enhver vej v fra z1 til zo. Specielt er integralet nul for enhver lukket vej.
Saetning 2.4. For f: G — C pa et omrade G er folgende @kvivalent
o f har en stamfunktion.

e For vilkarlige z1,z2 € G har f7 f samme verdi for enhver vej v fra z;
til z9.

o fy = 0 for enhver lukket vej v i G.

Huis betingelserne er opfyldt, er F(z) := f,y f en stamfunktion til f, hvor v
er en vej fra et zg til z.

3 Cauchys integralformel

Seetning 3.1 (Cauchys integralseetning). Lad f vare holomorf pa et enkelt-
sammenhengende omrade G og lad v vere en lukket vej i G. Sa er

fr-

Seetning 3.2 (Caychys integralformel). Lad f : G — C vare holomorf pa
en aben mangde G og antag K(a,r) C G. For alle zo € K(a,r) galder

flz0) = 1/6 Malz

2 JsK (ar) Z — 20

idet cirklen gennemlobes en gang mod uret.

Eksempel 3.3 (Eksempel 3.11, s. 52). viser hvordan man kan vise nogle
integralformler ved at integrerer rundt om en firkant. Husk den!

4 Anvendelse af Cauchys integralformel

Szetning 4.1 (Weirstrass’ majorantrackke saetning). Lad Y o fn(x) veere
en uendelig rekke af funktioner fra M til C. Antag der findes en konvergent
raekke Y 0 o ay Sa

Vne NVz e M : |fo(z)] < an

Sa er Y o2 fu(x) uniformt konvergent pa M.



Seetning 4.2 (Taylor reekker). Lad f vere holomorf pa G. Sa er f vilkarligt
ofte differentiabel, og har en Taylorrekke i K(a,p) C G

n

© r(n)(g
=3y por e K(ap)
n=0

Og for K(a,r) C G og zp € K(a,r) gelder

) () — _f)
f (ZO) 2mi 0K (a,r) (Z - ZO)n+1 o

Seetning 4.3 (Picards seetning). En ikke konstant hel funktion har enten
billede C eller C \ {a} for et a € C. For en hel funktion der ikke er et
polynomium, er urbilledet af et punkt en uendelig maengde for alle punkter
pa haer hgjst eet.

Seetning 4.4 (Liouvilles szetning). En begranset hel funktion er konstant

5 Argument. Logaritme. Potens.

Definition 5.1 (Fortaetningspunkt). Lad A C C. Et punkt a € C kaldes et
forteetningspunkt for A, hvis

Vr>0:K'(a,r)NA#
FEn delmaengde kaldes diskret hvis den ikke har nogen fortsetnigns punkter.

Seetning 5.2 (Diskret billede). Lad f : A — C wvere kontinuert pa en
kurvesammenhangende mengde A. Hvis f(A) er diskret i C, ma f vere
konstant.

Definition 5.3 (Argumentfunktion). En argumentfunktion pa en maengde
A CC\ {0} forstas # : A — R sa (z) € arg(z) for alle z € A. Hovedargu-
mentet Arg(z) er det argument der ligger i | — 7 og 7]. Hovedargumentet er
kontinuert pa Cr := C\ {z € R : z <0}. For r = |z| geelder

Arg(z) = Arccos™ y>0
r
Arg(z) = Arctan? 2 >0

x
Arg(z) = —Arccosg y<0

Man kan ’skeere planen op’ andre steder end 7, se side 81 for dette. Man kan
ofte finde kontinuerte argumentfunktioner.



Definition 5.4 (Logaritmefunktion). Vi definerer logaritmen til
logz =log|z| + iargz
og hovedlogaritmen
Logz = log |z| + iArgz
Saetning 5.5. For et omrade G er folgende ensbetydende
1. G er enkeltsammenhaengende.
2. Enhver holomorf funktion pa G har integrale 0 langs en lukket vej.
3. Enhver holomorf funktion pa G har en stamfunktion.

4. Enhver nulpunktsfri holomorf funktion pa G har en holomorf logarit-
me.

5. Enhver nulpunktsfri holomorf fukntion pa G har en holomorf kvadrat-
fod.

Saetning 5.6. Lad G vere et enkeltsammenhaengende omrade # C. Sa fin-
des en bijektiv holomorf funktion ¢ : G — K(0,1).

Definition 5.7 (Omlgbestal). Lad « : [a,b] — C\ {0} veere en kontinuert
kurve. Sa er

argvar(y) := 6(b) — 0(a)

for en vilkeaerlig argumentfunktion #. Omlgbstallet om nul er for en lukket

kruve defineret ved ]

w(v,0) := %argvar(’y)

Omlgbstallet om et punkt z er sa givet ved w(v, z) = w(y — z,0).

Saetning 5.8. Lad v : [a,b] — C\ {0} vere en vej. Sa er

1
/ ;dz = log V(Q)’ + iargvar(y)
.

v(b)

Huvis v er lukket er



6 Nulpunkter og isolerede singulariteter

Seetning 6.1. Lad f € H(G) for et omrade G, og antag f ej er identisk 0.
Hvis a € G er et nulpunkt for f, sa findes et entydigt naturligt tal n og en
entydig funktion g € H(G) med g(a) # 0 sa

fz)=(2-a)"g(z) z€G

n er nulpunktets multiplicitet. En alternativ karakterisation af n er

fla)=f'(a)=f"(a) == f"D(a) =0, f"(a)#0

Saetning 6.2 (Nulpunkter er isolerede). Lad f € H(G) hvor G er et omrade,
og antag f ej identisk 0. For ethvert nulpunkt a findes r > 0 sa f(z) # 0 for
z € K'(a,r) = K(a,r) \ {a}. Mengden af nulpunkter Z(f) er diskret.

Seetning 6.3 (Identitetssaetningen for holomorfe funktioner). Hvis to ho-
lomorfe funktioner f,g i er omrade G stemmer overens pa A C G, hvor A
har et fortetningspunkt, sa er f =g pa G.

Definition 6.4 (Isoleret singularitet). Lad G C C veere et omrade og lad
a € G. Hvis f € H(G \ {a} kaldes a en isoleret singularitet. Hvis a kan
tilleegges en veerdi sa f bliver holomorf i G kaldes a haevelig.

Saetning 6.5. Antag at f € H(G\ {a}) og at f er begrenset i K'(a,r) for
et r > 0. Sa har f en hevelig singularitet i a.

Definition 6.6 (Pol). En isoleret singularitet a kaldes en pol af orden m € N
for f hvis (z — a)™f(z) har en greenseveerdi for z — a og denne graense er
forskellig fra 0. En pol af orden 1 kaldes simpel.

Definition 6.7 (Vasentlig pol). En isoleret singularitet der hverken er hae-
velig eller en pol kaldes vaesentlig.

Saetning 6.8 (Casorati-Weirstrass’ seetning). Hvis f € H(G \ {a}) har en
veesentlig singularitet i a, sa er f(K'(a,r)) overalt tet i C for alle r > 0 sd

K(a,r) CG.

Definition 6.9 (Meromorf funktion). Hvis en funktion f kun har isolerede
singulariteter der er enten poler eller haevelige, kalder vi den meromorf, og
tilleegger den veerdien oo i polerne. Den skal ydermere opfylde

e P={zeG|f(z) =00} er diskret i G.
e Restriktionen fig\p er holomorf.
e Ethvert punkt a € P er pol for fie p-

Se ydermere kapitel 6.4.



Seetning 6.10 (Laurantraekke). Lad f vere holomorfi G ={z€ C : R} <
|z —a| < Ra} hvor 0 < Ry < R < oo. Sa fremstilles f i G som en entydigt
bestemt Laurantrekke

hvor koefficienterne er givet ved

1 1o

Cn = —
" 2mi 0K (a,r) (Z - a)n+1

hvor Ry < r < Ra. Vi definerer ogsa f; € H(K (a,p) for en laurantrekke for

f o0
fiz) = Z cn(z—a)"
n=0

og tilsvarende f. € H(C\ {a}

[e.e]

)Y

n=0
fe kaldes den principiale del af f.

Seetning 6.11 (Singularitet mht Laurantraekke). Den isolerede singularitet
a for f € H(G\ {a} med Laurantrekke givet som ovenfor er

1. heewvelig, hvis og kun hvis ¢, =0 for n < 0.

2. en pol, hvis og kun hvis ¢, = 0 for alle n < 0 pa ner endelig mange.
Polens orden er det storste m >0 sa c_,, # 0.

3. en vesentlig singularitet, hvis og kun hvis ¢, # 0 for uendelig mange
n < 0.

7 Residuer og deres anvendelse

Definition 7.1 (Residue). Lad f € H(G\ {a}) have en isoleret singularitet
i a med Laurantraekken

[e.e]

f)= 3 eulz—ay

Sa kaldes c_1 for residuet af f i punktet a og skrives Res(f,a), dvs

Res(f,a) = L /6K( )f(z)dz

211

for 0 < r < p hvor K(a,p) er den storste cirkelskive i G med centrum a.
Vi kan erstatte cirklen d K (a, ) med andre simple lukkede veje, der lgber en
gang rundt om a i positiv omlgbsretning.



Proposition 7.2. Man kan finde udregne esiduer pe folgende meede, nar
h er meromorf

1. Antag at h har en simpel pol i a. Sa er

Res(h,a) = lim(z — a)h(z)

z—a

2. Antag at h = f/g er meromorf med en simpel pol i a og at f(a) # 0,
g(a) =0 og ¢'(a) #0. Sa er

f(a)

Res(h,a) = 7(@)

3. Antag at h har en pol af orden m > 1 i a. Set ¢(z) = (z —a)™h(z) er

m—1) a
Res(h,a) = M

(m—1)!

Seetning 7.3 (Cauchys residueszetning). Lad G vere et enkeltsammenhaen-
gende omrade, og lad P = {ai,...,a,} C G. Lad vy vere en simpel lukket
vej © G som omslutter ay,...,a, 0og som gennemlgbes een gang med positiv
orientering. For f € H(G\ P) gelder sa

/ f(z)dz = 2mi i Res(f,a;)
v j=1

Saetning 7.4 (Antal poler og nulpunkter for en meromorf funktion). Lad
h: G — CU{oc} vere meromorf i et enkeltsammenhaengende omrade G, og
lad ~ veere en positivt orienteret simpel lukket vej i G, der ikke gar igennem
nogen af h’s nulpunkter og poler. Sa er

1 /
N—P:,/h(z)dz
2mi J., h(z)
Hvor N er antallet af nulpunkter og P er antallet af poler, begge talt med
orden.

Bemerkning 7.5 (Argumentprincippet). Lad I' = hovy. Bemeerk at I" forlgber
i C'\ {0}. Hvis v er defineret pa [a, b] er

1 n 1 1
N—P:,/ ()= L[ L — o)
2mi J, h(z) 27t Jr 2z

eller tilsvarende
27 (N — P) = argvar(T")



Saetning 7.6 (Rouches setning). Lad f,g € H(G) hvor G er et enkelt-
sammenhengende omrade. Lad v vere en simpel lukket vej © G og antag
at

1f(z) =g <|f(2), z€r

Sa har f og g samme antal nulpunkter talt med multiplicitet i det omrade
som v omslutter.

Bemarkning 7.7 (Bestemt integraler). Hvis vi vil udregne et integrale pa

formen )
[oe)
T
—d
/_oo @+ 12"

eller lignende, sa se eksampel 7.7.
Saetning 7.8. Lad f vere en rational funktion

p(z)  ao+arz+ -+ ape™
q(z) bg + brz---bpzn

og antag at n > m—+2 og at f ikke har nogen poler pa den reelle akse. Sa er

o k
/ f(z)dz = 2m’ZRes(f, 2j)
o =

hvor z1, ...z er polerne i det gvre halvplan. Hvis z1, ...z, er polerne i det
nedre halvplan er

- k
/_ f(z)dz = —QWiZRes(f, ;)

J=1

Saetning 7.9. Lad [ vere meromorf i C og uden poler pa den reelle akse
og med kun endeligt mange poler z1, ...z 1 det gvre halvplan. Hvis

max }f(Reit)‘ — 0 for R — o0

0<t<mw
sa vil

0o k
/ f(x)edx = 2mi X:Res(f(z)ep‘z7 zi), A>0
. ot

Seetning 7.10. Huis en funktion er pa formen f(cost,sint) gelder

2

1 1 1 1 1
t,sint) = —fz==),=(2z—=)) —d
0 fleost,sint) /éK(O,l)f (2 (Z Z> 24 <Z Z)) iz ¢



8 Nogle regneregler

(z—a)l(z—b) :aib<zia_zib)

[wl = ul] < fw —ul

[z -yl <[z = |o—w| <[z +|w -yl



