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1 Indledning

Vi vil antage at, Ramseys Saetning og van der Waerdens Saetning er kendt stof. Beviserne
fglger argumentationen fra kapitel 3 i Ramsey Theory af Graham, Rothchild og Spencer.

2 Schurs Saetning

Seetning 2.1 (Schur). Hvis N er endeligt farvet, sa findes x,y,z € N i samme farve saledes
at

rt+y==z

Bevis. Antag at der er brugt r farver. Vi har altsa en farvning x : N — [r]. Lad n vaere givet
sa
n+1=R(3;r). (2.1)

Definér nu en r-farvning af kanterne i K, 11 ved

X (1, 5) = x(li = ),



hvor vi har nummereret K, 1’s hjgrner ved 0,1,2,...,n, og hvor (i,7) angiver kanten givet
ved hjgrnerne i og j. Af (2.1) far vi at der findes en monokromatisk trekant i K,1. Dvs der
findes i > j > k sa

Seet nu
rT=1—]J
— ik
z — k.
Sa er og x + y = z, og per definition af x* fas at x(x) = x(y) = x(2), som gnsket. O

Vi er nu ude pa, at generalisere Schurs satning. Beviset er ikke sa nemt at generalisere,
sa vi skal have fat i nogle lidt andre metoder. Fplgende seetning generaliserer bade van der
Waerdens Seetning og Shurs Saetning.

Seetning 2.2. For alle k,r,s > 1 findes et n = n(k,r,s) saledes at hvis [n] er r-farvet, sa
findes a,d >1 sa
{a,a+d,a+2d,...,a+ kd} U {sd} (2.2)

er monokromatisk.

Bemerkning 2.3. For s = k =1 har vi Schurs Sezetning.

Bewvis. Vi viser szetningen ved induktion over 7.

r=1 Setn=max(k+1,s) og a =d = 1. Da der kun er en farve, er det ikke svaert at
finde noget som helst monokromatisk. Vi skal blot sikre os, at n er stor nok, til at (2.2) er
indeholdt i [n].

r —1 = r Lad os definere W(t,r) som det mindste W, sadan at hvis [WW] er r-farvet, sa
findes en monokromatisk aritmetisk progression af leengde t. Af van der Waerdens Saetning
far vi, at en sadan funktion er veldefineret.

Saet sa

n=sW(kn(k,r —1,s),7).
Lad x veere en r-farvning pa [n]. Af van der Waerdens Saetning kan vi nu finde o/, d’ sa
{d'+id |0<i<k-n(kr—1,s)}

er monokromatisk og indeholdt i [W (kn(k,r—1,s),r)]. Lad os for nemheds skyld sige, at den
er rgd. Hvis der nu findes et j, 1 < j < n(k,r — 1,s), sadan at sd'j er rod, er vi feerdige, for
sa kan vi saette a = @’ og d = jd', og vi har dermed at (2.2) er rgd.

Hvis nu der ikke findes et sadant j, sa er ingen af elementernei {sd’j | 1 < j < n(k,r—1,s)}
rgde, og dermed er meengden (r —1)-farvet. (r —1)-farvningen af {sd'j | 1 < j < n(k,r—1,s)}
svarer til en (r — 1)-farvning af [n(k,r — 1,s)] — seet x*(i) = x(sd’i) (det er blot en skalering

A

med faktor sd’). Pr induktion ved vi sa, at der findes a, d, sa
{a,a+d,a+2d,...,a+kd}U{sd}

er x*-monokromatisk pa [n(k,r — 1,s)]. Sa hvis vi oversaetter tilbage til vores oprindelige
farvning x ved at sette a = sd'a og d = sd'd far vi en y-monokromatisk (2.2). O



Dette kan udvides til fglgende resultat, som vi skal bruge senere.

Korollar 2.4. For alle k,r,s > 1 findes n = n(k,r,s) saledes, at hvis [n] er r-farvet, findes
a,d >0 sa
{a+Xd| -k <A< Ek}U{sd}.

3 Rados Saetning for én lineaer ligning

3.1 Regulaere ligningssystemer

Definition 3.1 (Regulare ligningssystemer). Et ligningssystem S pa variable z1, 2, ..., z,
pa en meengde A kaldes r-requler pa A, hvis der for alle r-farvninger af A findes en monokro-
matisk lgsning til S. Hvis det gaelder for alle r kaldes S requler pa A.

Eksempel 3.2. Schurs Szetning siger, at x1 + x2 — x3 = 0 er reguleer pa N. Saetning 2.2 pa
forrige side siger at for alle k er

1 =9+ d

To=x1+d

Tp = Tp_1+d
pa variablene {xg,z1,..., 2k, d} reguler pa N.

Vi vil nu forsgge at generalisere de resultater yderligere.

3.2 Super Modulo p farvningen
Vi far brug for fglgende resultat

Lemma 3.3. Lad q € Q, ¢ # 0, og lad p veere et primtal. Sa kan q skrives entydigt pa formen
_Pa
q= b

hvor (a,b) =1, a,b € Z, b > 0 og p ikke gar op i hverken a eller b.
Bemeerkning 3.4. Det j vi far i opskriningen, kaldes rangen for ¢, og betegnes rank(q).

Bevis. Enhver brgk kan klart skrives pa den form. Tilbage er entydigheden. Lad os antage at
q er skrevet pa to forskellige mader 4 4

Pa _ p'c

b d’
Sa er plad = p'ch. Antag nu, at i # j. WLOG kan vi antage, at i < j. Sa er

P "ad = cb.

Da p ikke gar op i hverken c eller b gar p ikke op i HS. Det er en modstrid, da p gar op i V'S.
Altsa ma ¢ = j. Sa er ad = cb. Dvs at

o

b



Men da (a,b) = (¢,d) = 1 er begge brgker uforkortelige og dermed ens. Sidste mulighed for
problemer er, hvis a = —c og b = —d, men den mulighed har vi udelukket, ved at kraeve at
naevnerne skal veere positive. O

Dette giver os mulighed for at definere folgende farvning, der bliver vigtig i de folgende
beviser.

Definition 3.5 (smod p farvningen). For et primtal p definerer vi Super Modulo p Farvningen
pa @\ {0} ved

Fy(g) =5 (mod p),

hvor a,b er som i Lemma 3.3 pa foregaende side. Division med b er veldefineret modulo p, da
p ikke gar op i b, der derfor har en mulitplikativ invers modulo p.

Proposition 3.6. Smod p farvningen er multiplikativ, dvs
Fy(zy) = Fp(x)Fy(y) (mod p).

Specielt geelder

for alle v € Q\ {0}.

Bewis. Det er nok at vise, at F}, er multiplikativ. Lad x og y veere skrevet som i Lemma 3.3
pa forrige side. Dvs

L_Pa e
b’ d’
Sa er o
xy:p]Jrzac'
bd

Lad nu g = ged(ac, bd), m = ac/g og n = bd/g. Sa har vi

j+1i
Ty = P .
n

Den opskrivning opfylder alle krav Lemma 3.3 pa foregaende side, dvs. det er den entydige
opskrivning af xy. Altsa er

m
Fy(ey) == (mod p).
P4 den anden side har vi

Fy(e)Fy(y) = 55 (mod p),

Sa da §5 =", har vi den gnskede identitet. O

3.3 Bevis for Rados Satning for én linezr ligning

Seetning 3.7 (Rados Ssetning for én linezer ligning). Lad S vere givet ved
c1r1 + -+ cpxy = 0, c; € 7. (3.1)

Sa geelder, at S er requler pa N hvis og kun hvis en ikke tom delmaengde of c;’erne summer
til nul.



Beuvis. Lad os forst antage, at der findes en ikke tom delmesengde af ¢;’erne der summer til nul.
Lad en farvning vaere givet. Vi vil nu finde en monokromatisk lgsning til (3.1). Ved passende
nummerering har vi

c1+-+c,=0.

Lad os antage, at ingen af ¢;’erne er nul for i < k. Hvis k =n kan visaette z; = ... =z, = 1,
hvilket lgser (3.1). Vi kan derfor nu antage, at k& < n. Vi definerer

A =gcd(er, ..., ),

B=cpp1+-+cn,
B A

* 7 gcd(A, B

Hvis A =0 eller B = 0 ville s ikke veere veldefineret. Men da ingen af ¢;’erne er nul for ¢ < k
ma A > 0. Hvis B = 0 matte ¢; + ---¢, = 0, og dermed er 1 = --- = z,, = 1 en lgsning til
(3.1). Det er desuden klart, at s er et helt tal. Seet nu

= Bs
=
Sa er t et helt tal, og vi har ligheden
At + Bs = 0. (3.2)

Lad p1,...,ux € Z veere givet sa pycy + -+ - + prcr, = A. Seet \; = tp; for i =1,..., k. Vi har
altsa
Aicl + -+ Apep = At (3.3)

Definér A = max; |A;|. Af Korollar 2.4 pa side 3 far vi, at der findes a,d > 0 sa {a + jd | |j| <
A} U {sd} er monokromatisk. Hvis vi sa definerer

- Ja+Xd for i <k
Ti= sd for i > k

lgser x;’erne (3.1). Det ses ved direkte udregning:
azri+-Fepry =aler+- - Fop) Hdleh + - epdg) Fsd(cge1 + -+ ep) = d(At+Bs) =0

som gnsket.

Lad os vise den anden implikation ved modstrid. Antag at ingen ikke tomme delmaengder
af ¢;’erne summer til nul. Vi vil nu finde en farvning af N saledes at (3.1) ikke har nogen
monokromatiske lgsninger. Dette fas af fglgende pastand.

Pastand. Hvis p er et primtal, der tkke gar op i nogen ikke-tomme delsummer af ¢;’erne, sa
har (3.1) ikke nogen monokromatiske lgsninger mht super modulo p farvningen.

Da der kun er endeligt mange c;’er, og ingen af deres delsummer er nul, kan vi sagtens
finde et primtal der ikke gar op i nogen af delsummerne — man kan fx bare velge et, der er
meget stort. Det p giver os en farvning, nemlig smod p farvningen, sa (3.1) ikke har nogen
monokromatiske lgsninger. Altsa giver pastanden det gnskede.

For at ggre forvirringen komplet, vil vi vise pastanden ved modstrid. Sa lad os antage,
at vi for et primtal p har en monokromatisk lgsning mht. smod p farvningen. Hvis vi nu kan
vise, at p gar op i en ikke tom delsum af ¢;’erne er vi feerdige.



Lad 1, ..., x, vere en monokromatisk lgsning til (3.1). Lad nu d veere givet sa x;d € Z
for alle i. Seet nu

B d
a ged, (z;d)’
sa af Lemma 3.6 pa side 4 far vi, at pxq,..., ux, ogsa er monokromatisk. Det er ogsa klart

en lgsning til (3.1), og tilmed er den heltallig og opfylder ged;(px;) = 1. Lad os for nemheds
skyld kalde denne lgsning for x;.

Lad os nu nummerere x;’erne efter hvorvidt p gar op i dem eller ej. Seet de x;’er p ikke
gar op i pa de forste k pladser, og szt resten pa de sidste n — k pladser. Da ged,(x;) = 1 kan
p ikke dele dem allesammen, sa k > 1.

Da z;’erne lgser (3.1) lgser de specielt ligningen, hvis vi betragter den modulo p,

Zcixi =0 (mod p).
i=1

De sidste n — k af x;’erne er delelige med p, sa nar vi regner modulo p er de nul, dvs at

k
Zcmi =0 (mod p).
i=1

Da p ikke gar op z; for i < k, og da x;’erne har samme farve mht. smod p farvningen, ma
x; = x; (mod p) for i, j <k, per definition af smod p farvningen. Dvs at

1 =x9 =--- =z (mod p).

Kald den felles veerdi for y. Vi har altsa at

k k
0= Z CiT; = (Z ci> y (mod p).
i=1 i=1

Dvs at p gar op i (Ele ci> y. Da y netop var defineret som den falles veerdi modulo p af de
fgrste k x;’er, der jo netop ikke kunne deles med p, gar p ikke op i y. Da p er et primtal, ma

det derfor gaelde, at p gar op i Zle ¢;, og vi har derfor vores gnskede modstrid. O
4 Rados Saetning for et linezert ligningssystem

Vi vil nu generalisere Rados Saetning til at geelde for linesere ligningssystemer med flere
ligninger. Alle linearkombinationer i det folgende er over QQ.
4.1 Sajlebetingelsen

Definition 4.1 (Sgjlebetingelsen). Lad C vaere en matrix med sgjler ¢;,...,c,. C siges at
opfylde sgjlebetingelsen hvis sgjlerne kan nummereres saledes at vi kan finde 1 < ky < ko <
--» < ky = n, sadan at hvis vi seetter

er fglgende opfyldt



[ ] A1:O

o A; kan skrives som en linearkombination af ¢,...,¢;_; for ¢ > 1.

4.2 Regulaere linezere ligningssystemer opfylder sgjlebetingelsen

Seetning 4.2 (Rados Szetning for linesere ligningssystemer). Lad C vere en heltallig matriz.
Ligningssystemet Cx = 0 er requlert pa N <= C opfylder sgjlebetingelsen.

Lad os forst vise =. Vi far brug for folgende definition.

Definition 4.3. Lad C vere en matrix. Lad {c;,...,c;} veere en delmaengde af C’s sgjler
saledes at ¢; + - -+ + ¢, # 0. Definér nu

E(cyy.-hep)={p|lci+-+¢c, =0 (modp)}.

Hvis nu A er en sum af nogle andre af C’s sgjlevektorer (ikke nogen fra {c;,...,c;}) saledes
at A ikke er en linearkombination af ¢, ..., ¢, setter vi

E(cy,...,cp; A) = {p| Ap™ er en linearkombination af c;,...,¢, modulo p™*! for et m > 0}.
Vi saetter nu E til at vaere foreningen af alle sadanne E(c,...,c;)ere og E(cy,...,c;; A)ere.

Lemma 4.4. E er en endelig mengde.

Bevis. Hvis vi kan vise, at E(c;,...,c;) og E(cy,...,c; A) er en endelige maengder for alle
forskellige ¢y, . ..,c, og A er vi feerdige, for E er en endelig forening af disse, og vil derfor selv
veere endelig.

E(cy,...,cp) er klart en endelig maengde, idet tilpas store p ikke kan ga op i ¢; +--- +¢;.
Salad cq,...,c, veere givet, og lad A veere en sum af nogen af de resterende sgjler. Da A ikke
er en linearkombination af cq,...,c; findes en vektor u der er ortogonal pa alle c,’erne, men
ikke pa A, dvs. u-¢; = 0 for alle ¢, men u- A # 0. u er rationel, men vi kan skalere den med en
passende konstant sa bade u og u- A er heltallig. Antag nu, at Ap™ er en linearkombination

af cy,...,c for et m modulo p™*!, dvs.
Ap™ =ciz1 + -+ gy (mod p™th),

hvor vi regner modulo p™*! koordinatvis. Hvis vi nu tager prikprodukt med u pa begge sider
far vi (u- A)p™ pa VS og

u-(Cy@r + -+ epmg) = (u-cy)rr + - (u-cp)rp =0
pa HS. Sa alt i alt har vi at
(u-A)p™ =0 (mod p™*"),
altsa at p|(u-A). Men det kan hgjst lade sig gore for endeligt mange primtal p, som gnsket. []

Vi er nu klar til at vise = i Ssetning 4.2. Antag at vi har et ligningssystem Cxz = 0, der
er reguleert. Lad p veere et primtal. Da E er en endelig meengde, kan vi veelge p saledes at
p ¢ E. Da Cz = 0 er reguleer, findes specielt en monokromatisk lgsning 1, . .., ,, mht. smod
p farvningen.



Vi kan ordne z;’erne efter rang. Sgjlerne i C' skal selvfglgelig permuteres tilsvarende. Se
bemaerkningen til Lemma 3.3 pa side 3 for definitionen af rank. Vi finder k;, m;,i =1,2,...,t
sa,

my; forl<i<Fk
meo for ]{21 <1< /6‘2
rank(z;) = ,
my  for ki1 < i < kg

og m1 < mg < --- < my. Lad a betegne den felles farve mht. smod p farvningen. Sa hvis vi
skriver x; som et polynomium af p er a koefficienten til det led, der har den mindste grad,
altsa er

z; = ap™®X@) 4 led at hgjere grad.

Vi erstatter nu alle x;’er med z;p~"'. Vi har stadig en monokromatisk lgsning, men nu er
den mindste rang m; lig med nul.
De x;’er, der ikke har rang nul, dvs for ¢ > k1, er delelige med p. Sa da

1+t cpry =0,
er
c1z1 + -+ ¢k, =0 (mod p).
For i < ky er x; = a (mod p), sa alt i alt har vi
(¢ +-+-+¢p)a=0 (mod p).

Det er klart, at p ikke deler a, sa p ma dele ¢; + --- + ¢, dvs. at ¢; +---¢;, = 0 (mod p).
Antag nu for modstrid, at ¢; +--- 4+ ¢, # 0. Sa ville p € E(cy,...,¢;,) € E, men det er
modstrid mod antagelsen om, at p ¢ E, sa derfor ma vi have, at

¢+t =0,

hvilket praecis er forste betingelse i sgjlebetingelsen. Lad nu

k;
A= > o
i:k]’_l—‘rl
for § > 1. Vi har, at Cx = 0, sa specielt er
]Cj_l
Z ¢;vi +Ajp™a=0 (mod p™itt).
i=1

Da p ikke deler a har a en invers modulo p” 1!, lad os kalde den b. Ved at gange med b pa
begge sider og flytte lidt rundt far vi nu

kj_l
Ajp™i = Z(*b)giﬂ% (mod p™ith).
i=1
Sa Ajp™i er altsa skrevet som en linearkombination af ¢y, ..., ¢p, (mod p™it1). Antag nu, at
Aj ikke er en linearkombination af ¢y, .. ., Ch; 1 Saville p € E(cq,. .. anj,ﬁAj) C E, men det
har vi jo netop antaget at p ikke er. Dvs at A; er en linearkombination af ¢y, ..., cy,_,- Dette

gaelder for alle 1 < j < ¢, hvilket praecis er anden betingelse i sgjlebetingelsen. Sgjlebetingelsen
er altsa opfyldt, hvilket viser = i Rados Satning.



4.3 Homogene og regulare maengdefamilier

Vi far brug for fglgende definition, for at kunne vise den anden implikation.

Definition 4.5. Lad &/ vere en familie af endelige delmaenger af N. ./ kaldes homogen, hvis
Aecd,ae N=aAec .

Definition 4.6. <« kaldes reguler, hvis der for alle endelige farvninger af IN findes en
monokromatisk A € o7.

Seetning 4.7. Lad o/ vaere homogen og requler, og lad M > 0. Hvis N er endeligt farvet,
findes A € of ,d >0 sa
a+Ad, a€A|N<M,

alle har samme farve.

Bevis. Lad r vaere antallet af farver. Af kompakthedsprincippet ved vi, at der findes et R
saledes at enhver r-farvning af [R] giver en monokromatisk A € o/ sa A C [R].
Lad y vaere en r-farvning. Vi definerer nu en rf-farvning x* ved

X (o) = x*(B) <= x(ai) =x(Bi) V1<i<R.

Vi har brug for netop rf farver. Det kan ses ved at betragte x*(«) som en R-dimensional
vektor, hvor den i’'te indgang er ai. Hver af indgangene kan have r forskellige farver, og der
er R af dem.

Seet nu T = M RE~! (big one...). Af van der Waerdens sztning ved vi, at vi kan finde en
aritmetisk progression af leengde 27T + 1, der er monokromatisk under x*. Dvs der findes b, e
saledes at

X (c+pe), [p<T

alle har samme farve. Hvis vi nu betragter ¢[R] som vaerende farvet med yx, far vi, at der findes
en A’ € o saledes at cA’ er y-monokromatisk. Det geelder, da en r-farvning af ¢[R] blot svarer
til en r-farvning af [R], og der ved vi, at der altid findes en monokromatisk A’ € 7. Lad nu
A = cA’. Per homogenitet af &/ har vi, at A € .«

Lad nu a € A vare givet. Sa findes et a’ € A’ sa a = d/c. Lad nu

m=IlecmA’, d=em.

For |A\| < M har vi nu
a+AMd=dc+e xm=ad <c+e)\%> :

Vi har at A’ C [R], s& |Z| < RF~1. Altsé har vi, at
m
)A—/‘ < MRR-1—T,
a
sa ¢+ e\l er altsa i vores x*-monokromatiske aritmetiske progression. Sa

X" (c + e)\%) = x"(c).



Per definition af x* betyder det specielt, da o’ < R, at
X (a’ (c + eA%)) = x(d'c).

Altsa at
x(a+ Ad) = x(a).

Dette geelder for alle a € A, |\| < M. Vi ved, at A er y-monokromatisk, dvs. at x(a) er den
samme for alle a. Sa vi far altsa, at x(a + Ad) har samme farve for alle a € A, |\| < M, som
gnsket. O

Korollar 4.8. Lad <7 vere homogen og requler, og lad M,c > 0. Hvis N er endeligt farvet,
findes A € o7, d >0 sa
a+ M, a€A|N<M

og
cd

alle har samme farve.
Bevis. Dette vises ved induktion over antallet af farver, ngjagtigt ligesom vi viste Seetning 2.2

pa side 2 ud fra van der Waerdens ssetning. O

4.4 N, ,.-maengder
Til at afslute beviset, far vi brug for fglgende lidt mystiske definition
Definition 4.9. Lad m,p,c > 0 veere hele tal. Vi definerer
Nipe={(A1,...; Am41) | nogen A\; # 0, den forste ikke-nul \; = ¢, alle andre |\;| < p}.

En maengde S C N kaldes en (m, p, ¢)-maengde, hvis der findes y1,...,ym+1 € Q sa

m+1
S = {Z )\Zyz ‘ (Al, . Am_t,_l) S Nm7p,c} .
=1

Seetning 4.10. Lad m,p,c > 0. Hvis N er endeligt farvet, findes en monokromatisk (m,p,c)-
maengde S.

Bewvis. Vi vil vise dette ved induktion over m.

m =1 Vihar
Nipe=1{(0,0} U{(c,\) | |A] < p}.

Vi vil bruge Korollar 2.4 pa side 3. Seet i korollaret k = p, s = ¢. Sa far, vi at der findes et a
sa
{a+ A | || < p} U {cd}

er monokromatisk. Seet y1 = %, y2 = d, sa er (1,p, c)-maengden
S ={cd}U{a+ ||\ <p},

hvilket vi jo netop viste, var monokromatisk.
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m = m+4+1 En (m+ 1,p,c)-maengde er en (m,p,c)-mengde, hvor der til alle elementer
er lagt et ekstra Ajioymt2 til, hvor |A,412| < p, og hvor der er tilfajet det tilfeelde, hvor
Amg2 =cog A, =0 for i <m + 1.

Induktionsantagelsen betyder specielt, at meengden af (m, p, c)-maengder er regulaer. Den
er ogsa klart homogen. Altsa kan vi bruge Korollar 4.8 pa forrige side. Hvis vi bruger korollaret
med M = p og velger y,,10 = d hvor d’et kommer fra korollaret, sa far vi netop, at vi kan
laegge det gnskede ekstra led til alt i vores (m, p, ¢)-maengde, og hver gang fa noget i samme
farve.

Korollaret giver ogsé, at cd = cym,+2 har samme farve som resten, hvilket praecis er det vil
skal bruge, for at klare det tilfselde hvor A\, 12 = c og A\; = 0 for ¢« < m + 1. Sa per induktion
er seetningen bevist. O

Vi er nu klar til at vise, at hvis en matrix C' opfylder sgjlebetingelsen, sa er Cx = 0
reguleer. Vi vil finde en lgsning pa formen

T = Xity1 + - At
hvor \;; € 7 og y;’erne kan veelges frit. Hvis vi sa kan vise, at vi kan finde m,p,c > 0 sa
()\ila ey )\115) S Nm,p,c

for alle 7, ma alle z; ligge i den samme (m, p, ¢)-meengde, som vi ifplge seetningen ovenfor kan
veaelge monokromatisk.

4.5 Afslutning af beviset for Rados Satning

Antag at C opfylder sgjlebetingelsen. For j > 1 kan A; skrives som en linearkombination af
Clyeees Chyot1- Seet nu

2=+t
Zg = —Ag +Cppq + g,

Zt:—At+gkt_l+1+...+gn

Sa er z; = 0 for alle j, og de er alle skrevet som en linearkombination af ¢;’er. Lad os nu

skrive z;’erne som vektorer i basen cy,...,c, (c¢;’erne udggr ikke ngdvendigvis en basis, men

det betyder ikke noget). De far folgende form

w; = 1,...,1 0 0 0 0
Wy = — 1,...,1 0 0 0
W3 = — — 1,...,1 0 0

: — — — 0
W, = — — — - 1,...,1

De vandrette streger er de indgange der kommer fra —A;’erne. Vi ved blot, at de er rationelle.
Alle disse w;’ere er lgsninger til Cx = 0. Hvis vi nu ganger dem allesammen med den samme
passende konstant, sa alle indgange bliver hele tal, er de stadig lgsninger til Cx = 0. Kald
denne konstant c.
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Lad os nu betegne den i’te indgang i w; med wj;. Seet nu
Aij = Wjj.
Hvis vi nu definerer x = (x1,...,x,) ved
T = Xty + - At

er x en linearkombination af w;’erne, og dermed er x en lgsning til Cx = 0. Vi mangler nu
blot at vise, at vi kan finde m, p,c > 0 sa

()\ila LR )\lt) € Nm,p,c

for alle 7. Vi har defineret c. Den forste ikke-nul indgang i (A1, ..., Ai) er netop ¢, som gnsket.
For at dimensionen skal passe, ma m = t—1. Hvis vi sa seetter p = max |\;;| har vi det gnskede,
og vi har dermed vist Rados Seetning.
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